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CAE 해석개요 

 CAE 개념 

 유한요소법의 개요 

 유한요소법의 역사 

 유한요소법의 활용 

 국내에서 사용되는 공학 해석프로그램 

  학습목표 : 유한요소법의 개념과 활용에 대해 학습한다. 
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CAE의 개념 

 CAE(Computer Aided Engineering)는 컴퓨터를 이용하여 제품의 성능을 검토하고 개선하는 기술 

 제품의 설계, 개발단계에서 부터 컴퓨터를 응용하는 기술로써  컴퓨터를 이용한 모의시험을 통해 테스트 기간 및 비용을 

대폭 감소시킬 수 있는 기술 

 기획, 설계, 제조, 수리 등 제품 생산의 모든 과정을 통합하는 개념 

 국내에는 80년대 후반 대기업을 중심으로 적용되기 시작했으며 현재는 각 분야별로 세분화/전문화되는 추세 

 초창기 도입은 주로 해외연구소나 CAE전공 교수들을 중심으로 국내에 소개/전파 되었으나 지금은 컴퓨터 환경의 저변이 

확대되어 설계엔지니어들까지 확산 

 CAE도입 시 효과와 투자비, 그리고 운용할 수 있는 인력구성에 대한 다각도의 검토가 필요 

 선형 또는 비선형 정적 해석 

 동적해석 

 접촉 충돌해석 

 피로해석 

 열전달 해석 

 유동해석 

 진동/소음해석 

 전자기 해석 
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유한요소법의 개요 

 힘을 받는 물체의 제작 시 오래 전에는 설계자가 경험에 의해 손상되지 않도록 제작 

 역학의 발전에 힘 입어 구조물의 이론적인 설계를 할 수 있었고 수학적으로 구조물의역학적 거동을 알 수 있었음 

 그러나 복잡한 형상과 다양한 힘을 받는 물체는 내부에 발생하는 변형과 힘을 알아야 적절한 설계가 가능하지만, 

   무한한 점에서 수학적 정해를 얻기가 불가능하여 물체의 유한한 위치에서 근사 해를 얻는 방법을 사용함. 

 트러스 구조의 구조역학으로 접근하자면 

   트러스 각 부재로 분할  부재별 거동을 대수방정식화  행렬방정식으로 조합  부재별 변형과 하중을 도출 함 

 연속체 역시 동일한 방법으로 분할하며 분할한 각 구조부재를 요소라고 함(2차원, 3차원 요소들이 존재) 

 연속체 유한요소의 수학적 관점은 편미분 방정식의 이산화 해법 임 

 즉, 연속체 거동은 어떤 경계를 가진 영역에 대하여 영역내의 편미분 방정식과 경계상의 경계조건으로 표현가능 

 이러한 편미분 방정식의 경계치 문제해석방법은 오래 전부터 연구되어 왔으며 현재는 유한차분법, 유한요소범,  

   경계요소법 등으로 정립 됨 

 유한요소법은 절점을 자유롭게 선택하는 것이 가능하므로 경계형상에 잘 근사 하는 것이 가능하며 해석영역의 어떤 부

분을 상세하게 조사하기 위해서 그 영역에 많은 절점을 배치하여 해석정밀도를 높이는 것도 가능 

 유한요소법은 구조해석으로부터 발전해 왔으나 현재는 유체유동문제, 열전달문제, 전자기 문제, 음향문제 등 편미분 방

정식으로 표현되는 다양한 분야에서도 이용되고 있음 

 해석을 수해하는 사용프로그램들도 여러 회사에서 개발되어 판매되고 있으므로 현대 산업 전 분야에서 필수적 도구 
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유한요소법의 역사 

 근대 유한요소법은 1940년대 Hrennikoff, McHenry, Courant등에 의해 시작되었으며 유한요소라는 용어는 1960년 

Clough에 의해 처음 소개 

 1960년대 초반 Martin, Melosh등에 의해 4면체 요소가 개발됨으로써 유한요소법이 3차원으로 확장 

 1963년 Melosh가 유한요소법이 변분 정식화 형태로 공식화 되어 발전함으로써 구조 외 타 분야까지 응용 

 최근에는 컴퓨터 성능발전 및 수치해석 알고리즘 발달로 의공학 분야 등 광범위한 영역까지 응용됨 

 

 제조산업과의 연관 

 1950년 항공기 제조업이 발달하면서 고속화된 날개와 동체를 연구하면서 보잉사와 런던대학의 공동연구로 토대가 마련 

 동일한 시기에 IBM사가 세계최초로 공학계산용 IMB650을 개발하면서 대형행렬연산 처리가능 하면서 70년대 급속발전 

 근래에서는 상업용 프로그램이 다양하네 보급되어 대부분의 공학문제를 쉽게 풀 수 있는 시뮬레이션 기술로 각광 
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유한요소법의 활용 

 유한요소는 설계해석을 위한 수치해석의 한 분야이며 요소라는 단순모양을 이용하여 복잡한 문제를 해결하는 방법 

 요소(Element)는 절점(Node)이라는 점으로 이루어 지며 모델을 작은 조각으로 나누는 작업을 요소분할(Meshing)이라 함 

 절점은 결과(해)가 계산되는 위치이며 요소의 모양과 위치를 정의함 

 절점의 미지수를 자유도(DOF)라고 하며 구조해석의 변위, 열 해석의 온도 등이 자유도가 됨 

 

 FEM 해석의 장점 

 불규칙모양, 여러 가지 하중조건을 쉽게 모델링  

 각 요소에 대해 서로 다른 방정식으로 문제를 풀기 때문에 다른 물질로 구성된 물체의 모델링에 편리함 

 필요에 따라 특정부위의 요소크기를 작거나 크게 하는 등 요소의 크기를 자유롭게 선정 

 동역학 및 대변형을 수반하는 비선형 거동도 해석가능 

 

 FEM 해석의 단점 

 초보자의 접근이 쉽지만 신뢰성 있는 결과를 위해 많은 지식과 경험이 필요함 

 대형구조물의 경우 높은 Computing power가 요구됨 
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국내에서 사용되는 공학 해석프로그램 

용도 및 분야 소프트웨어 명 주요 적용분야 

경계요소범 
(Boundary Element Method) 

BEASY 열전도, 음향 및 정전기 분석 

COMET/ACOUSTIC 진동소음 음향분석 

전산유체역학 
(Computational Fluid 

Dynamics) 

ADNA-F 유한요소 프로그램 

CFDesign TK 유체모델링 디자인 

FELDVIEW 복합유체역학 

유한요소 해석솔버 
(Finite Element Analysis Solver) 

ABAQUS 선형/비선형 구조해석, 열전도 FEA 

ANSYS 선형/비선형분석, 구조적, 정적형, 동적형 

MSC/NASTRAN 구조 스트레스, 진동, 열전송 분석 

STAAD/ISDS 건축, 토목범용 구조해석 및 설계 

UAI/NASTRAN 역학요소와 시스템 스트레스, 진동,공기탄성 및 열특성 최적화 

유한요소 모델러 
(Finite Element Modeler) 

FEMAP 유한요소 모델링 및 후처리 제품 

HYPERMESH 유한요소 전후처리 시스템 

MSC/PATRAN 개방형 유연 MCAE환경 및 통합제품 

통합 FEA/FEM 

ADAMS/FEA FEA와 ADAMS간의 ㄷ이터 변환 

COMSON/M 일반복적 FEA, 전후처리, 통계, 역학, 열전도, 비선형 등 

MSC/FATIGUE 크랙초기화, 크랙 성장 및 전체과정 

운동학/동역학관련 해석 
(Kinematic/Dynamic Analysis) 

ADAMS/SOLVER 역학 시뮬레이션 

ADAMS/TIRE 타이어와 도로 상호작용 모듈 

ADAMS/VEHCLE 차량 동역학 해석 

DADS 기계장치 및 역학 시뮬레이션 

WORKING MODEL 동역학 시뮬레이션 

수학적 모델링 Mathemathica 수치 및 그래픽, 심볼형태로 그래픽적인 컴퓨테이션용 
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FINITE ELEMENT METHODS 

 Part 1 : Finite Element Basic Concepts 
 
 
 
 
 
 

 Part 2 : Mathematical Formulation of Finite Elements 
 
 

 
 
 
 
 
 Part 3 : Computer Implementation of Finite Elements Method 

Potential Theory, Geriken Methods, Shape Function, B-Matrix 

Numerical Integration, Jacobian 

DSM Process 

Chapter contents 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH1. Overview 

 Where This Material Fits 

 What does a Finite Element Look Like 

 The FEM Analysis Process 

  학습목표 : 유한요소법의 프로세스에 대해 학습한다. 
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 이론역학은 본질적인 과학적 가치를 위해 연구된 역학의 기본 법칙과 원리를 다룬다.  

 응용역학은 이러한 이론적 지식을 과학 및 공학 응용, 특히 물리적 현상의 수학적 모델 구축과 관련하여 적용.  

 전산역학은 디지털 컴퓨터에 구현된 수치적 방법을 통해 시뮬레이션을 통해 특정 문제를 해결합니다. 

 나노역학은 물질의 분자 및 원자 수준에서의 현상을 다룬다. 즉, 입자물리학 및 화학과 밀접하게 연관.  

 Micromechanics는 주로 물질의 결정학 및 입자 수준을 연구한다. 주요 기술 응용 분야는 재료 및 마이크로 장치의 설계 및 

제조와 관련된 분야 

 연속체 역학은 미세 구조가 현상학적 평균에 의해 균질화되는 연속체 모델을 사용하여 거시적 수준에서 Body를 연구.     

전통적인 응용 분야는 고체 역학과 유체 역학. 

 선형 정적 분석은 원인과 결과 측면에서 응답이 선형인 정적 문제를 다룬다. 예를 들어, 적용된 힘이 두 배가 되면 변위와  

내부 응력도 두 배가 되는 현상.  

 이 영역 외부의 문제는 비선형으로 분류. 

1. Where this material fits 
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2. What does a finite element look like? 
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FINITE ELEMENT METHODS 

The idealization process for a simple structure.  
The physical system, here a roof truss, is directly idealized by the mathematical model: a pin-jointed 
bar assembly. For this particular structure, the idealization coalesces with the discrete model. 

CH1. Overview 

3. The FEM analysis process 
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The Physical FEM. The physical system (left) is the source of the simulation process. The ideal 
mathematical model (should one go to the trouble of constructing it) is inessential. 

CH1. Overview 
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 Model updating process in the Physical FEM 

CH1. Overview 
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CH2. The Direct Stiffness Method(DSM) : Breakdown 

 Truss Structures & Idealization 

 The Master Stiffness Equations 

 Breakdown 

 Example 

  학습목표 : 트러스 구조물을 대상으로 직접강성법에 대해 이해한다. 
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Breakdown (Chapter 2) 

Assembly & Solution 
(Chapter 3) 

Disconnection 
Localization 
Member(Element) Formation 

Globalizatioin 
Merge 
Application of BCs 
Solution 
Recovery of Derived Quantities 

The Direct Stiffness Method(DSM) Steps Starting with : Idealization 

CH2. DSM : Breakdown 
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2. Truss Structure 
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4. Joint force, Displacement, Master Stiffness 
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5. Breakdown : Disconnection  Localization Computation of Member Stiffness Equation 
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CH3. The Direct Stiffness Method(DSM) Assembly and Solution 

 Coordinate Transformation Matrix 

 Globalization 

 Application of Boundary conditions 

 Example 

  학습목표 : 트러스 구조물을 대상으로 직접강성법에 대해 이해한다. 
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FINITE ELEMENT METHODS CH3. DSM : Assembly and Solution 

Breakdown (Chapter 2) 

Assembly & Solution 
(Chapter 3) 

Disconnection 
Localization 
Member(Element) Formation 

Globalizatioin 
Merge 
Application of BCs 
Solution 
Recovery of Derived Quantities 
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1) Coordinate Transformations 

2. Assembly 
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변환행렬의 특징은 역행렬과 전치가 동일함  
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2) Globalization 
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Example 3-1) 

(0,0) (10,0) 

(10,10) 

𝜃 = 0  
𝑐𝑜𝑠𝜃 = 1, 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0  
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

𝜃 = 45  
𝑐𝑜𝑠𝜃 = √2 2 , 𝑠𝑖𝑛𝜃 = √2 2  
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1 2  

𝜃 = 90  
𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1  
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

3. Solution & post process 
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We Obtain the Globalized Element Stiffness Equations of the Example Truss. 

For member (1) 

For member (3) 

For member (2) 
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For member (1) 

For member (3) 

For member (2) 

Expanded Element Stiffness Equations of Example Truss. 
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Forming the Master Stiffness Equations through Equilibrium Rule. 
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Applying support and Loading Boundary Conditions. 

 Displacement BCs :  

 Force BCs :  



FINITE ELEMENT METHODS CH3. DSM : Assembly and Solution 

Solving : Reduced Master Stiffness Equations for Hand Computation. 

0 

2 

1 

0 

0 

0 

 Displacement BCs :  

 Force BCs :  
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Postprocessing : Recovery of reaction Forces, Recovery of Internal Forces and Stresses 

CH3. DSM : Assembly and Solution 
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Recovery of Internal Forces(Axial Forces in Truss Members) 

CH3. DSM : Assembly and Solution 

For each member(element) 

1. Extract         from 

2. Transform to local displacements 

 

3. Compute elongation 

 

4. Compute axial force 
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CH7. FEM Modeling : Introduction 

 FEM Terminology 

 Discretization 

 The Finite Element Method 

 Case study 

  학습목표 : 유한요소 모델링의 기본적인 방법에 대해 학습한다. 
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Master(Global) Stiffness Equations 

Linear structure :  

f = K u  

 u 라는 열벡터는 DOF벡터 또는 상태벡터라고 불리며 역학적 응용에 사용된다. 

 트러스 문제에서와 마찬가지로 u와 f 사이는 선형적이고 균질한 가정이 적용된다. 

Nodal  
force 

Master stiffness matrix 
Nodal  
displacements 

1. FEM Terminology 



 본 과정에서는 구조해석을 하지만 FEM은 기본적으로 열전달이나 음향해석등 다양한 물리현상을 다룬다 

 FEM은 편미분식을 선형대수 방정식으로 변화하여 이산화 후 계산하는 원리이므로 미분방정식이 지배하는 다양한 물리현상에 적용가능 

 State vector는 Key variable이라고 하는 변수인데 이 변수를 알면 관련된 물리 값을 알 수 있다 

    구조문제의 경우 예시 

 구조문제 이외의 경우 state vector가 정의되는 물리현상은 다음과 같다 
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Physical Significance of Vectors u and f in 
Miscellaneous FEM Applications 



 실제 물리시스템을 수학적 모델로 이상화 시키고 FEM과정을 통해 이산화 한 후 해를 구하는 과정 

 Process를 통해서 구해진 해가 실제 관심 있는 해와 같은지 검증이 필요함(VMV) 

 Solution error는 수치적분 시 발생되는 수치에러 

 Discretization error는 이산화 시 요소의 선택과 적용과 관련된 에러 

 Modeling error는 물리계를 수학모델로 등가시 키면서 발생된 에러로써 경계조건, 고차항, 마찰 등이 해당함 
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2. Idealization 

Model Based Simulation 
(a simplification of diagrams) 
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 The idealization process for a simple structure.  

 The physical system, here a roof truss, is directly idealized by the mathematical model: a pin-jointed bar assembly.  

 For this particular structure, the idealization coalesces with the discrete model. 

 현상을 단순하게 모델링 



 일반적으로 산업계에서 범용 유한요소 프로그램을 “블랙박스” 형태로 많이 사용하고 있음 

 이는 다양한 요소들을 제공하고 선택한 요소에 따른 수학모델을 구성해줌(Implicit Modeling방법) 

 요소의 선택 등 의미를 이해해야 하지만 그렇지 못한 경우가 대다수 이므로 “유한요소 문해력(literacy)”을 제공하는 것이 목적 임  
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Implicit Modeling Explicit Modeling 

상용프로그램을 사용하며  

프로그램에서 특정요소를 선택 

선택한 요소가 기반이 되는 수학

적 모델이 자동으로 적용됨 

사용자가 스스로 물리적 문제의 

수학적 모델을 작성 

작성된 모델을 Solving하여 

Solution을 얻음 

 Implicit Modeling보다 Explicit Modeling이 훨씬 더 많은 기술적 전문지식과 리소스, 경험이 필요 함 

일반적이지 않는 특별한 경우의 문제는 Explicit Modeling을 해야 함 

VS 



FINITE ELEMENT METHODS CH7. FEM Modeling : Introduction 

4. The Finite Element Method 

Typical finite element geometries in one through three dimensions 

 정해진 차원이 없고 사용자가 선택하고 환산하여 적용한다. 

 전체시스템을 각각의 요소로 나누어서 계산하는데 그 기본요소가 어떻게 되어있는지 알아본다. 

 한쪽방향으로만 변형이 발생되는 1차원 문제가 있을 수 있고 평판과 같은 2차원 문제일수도 있다. 

     2차원의 경우 삼각형이나 사각형으로 나눌 수 있다 

 또한 같은 2차원의 문제에서 노드의 개수가 다른 경우가 있는데 노드 개수에 따라 변화되는 차이점에 대해서 알아본다. 

 3차원 문제의 경우 3차원 요소를 사용한다.  
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Attributes of Mechanical Finite Elements 

Nodal points.  
각 요소에는 절점(node)이라고 불리는 일련의 구별되는 점들이 있다. 노드는 요소 형상 정의와 자유도 표현이라는 두 가지 목
적으로 사용된다. 그림과 같이  일반적으로 요소의 모서리나 끝점에 위치한다. 소위 refined된 요소 또는 고차 요소 노드는 요
소의 내부뿐만 아니라 측면이나 면에도 배치된다. 
 
 

Geometry.  
요소의 형상은 절점 배치에 따라 정의된다. 실제로 사용되는 대부분의 요소는 상당히 단순한 기하학적 구조를 가지고 있다. 
1차원에서 요소는 일반적으로 직선 또는 곡선 세그먼트이고 2차원에서는 삼각형 또는 사각형 모양이다. 3차원에서는 세 가지 
일반적인 모양을 가지는데 사면체, 오면체(쐐기형 또는 프리즘이라고도 함) 및 육면체(직육면체 또는 "벽돌"이라고도 함)이다.  
 
 

Degrees of freedom.  
자유도(DOF)는 요소의 상태를 지정합니다. 또한 인접한 요소를 연결하는 역할도 한다. DOF는 절점에서values (and possibly 
derivatives) of a primary field variable로 정의된다 
 
 

Nodal forces.  
자유도와 일대일 대응에 있어서 항상 일련의 “절점 힘”이 있다.  mechanical elements에서의 대응은 에너지를 근거로 확립된다. 
 
 

Constitutive properties. (구성특성) 
기계 요소에 있어서 재료 거동을 설명하는 특성. 예를 들어, 선형 탄성 막대 요소에서는 탄성 계수 E와 열 팽창 계수 α와 같은 
물리적 특성을 의미한다. 
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5. Classification of Mechanical elements 

Primitive Structural Elements 
Primitive 요소는 아래에 설명된 또 다른 클래스인 Macro요소와 구별되며. 이는 더 간단한 요소로 분해될 수 없음을 의미한
다. 이러한 요소는 일반적으로 재료역학의 차원에서 파생되며 수학적 관점보다는 물리적 관점에서 더 잘 이해된다 .  
예를 들어 6장에서 설명한 요소인 막대, 케이블, 빔, 샤프트 등이 있다. 
 
 

Continuum Elements 
Continuum 요소는 연속체로 간주되는 구조적 구성 요소의 세분화로 표현된다. 구조적 요소와 달리 연속체 요소는 수학적 
측면에서 이해하기 쉬우며 Plate, Slices, Shell, General solids등이 있다. 
 
 

Special Elements 
특수요소는 구조요소와 연속요소의 특성을 동시에 가지며 연속체 역학의 관점에서 파생되었지만 대상문제의 물리특성과 밀
접하게 관련된 기능을 포함하는 요소이다. 예를 들어 파괴역학 적용을 위한 균열 요소, 전단 패널, 무한 및 반무한 요소, 접촉 
및 페널티 요소등이 있다. 
 
 

Macroelements 
Macro 요소는 Mesh단위 또는 Super요소라고도 부르지만, 후자의 용어는 Substructures(아래 정의됨)와 겹친다. Super요소
라는 용어는 기본 요소의 수준을 넘어서는 모든 수준을 포괄하는 집합적인 의미로 자주 사용된다.  
Macro 요소는 구조적 구성 요소와 유사하지만 더 간단한 요소로 제작된다. 
 
 

Substructures 
Substructures는 일반적으로 전체 구조를 기능적 구성 요소로 절단하여 얻은 구조적 기능을 가진 매크로 요소이다.  
예를 들어 비행기의 날개와 동체, 현수교의 갑판과 케이블 등이 있는데 여기서 완전한 구조와 하위 구조 그리고 Macro 요소 
간의 구별이 명확하지 않다는 점에 유의해야 한다.. 
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Example of primitive structural elements Continuum element examples 
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Special element examples 

Macroelement examples. 



 FEM은 항공분야에서 먼저 시작했는데 항공기의 크기가 너무 크기 때문에 여러 부분으로 나누어서 해석함. 

 특정부분에 하중이 발생되면 그 하중이 전파되어 Subsystem의 경계 면에서 Input으로 사용함 

 이러한 방법으로 초기설계 시 대략적인 해석으로 판단 .  

FINITE ELEMENT METHODS CH7. FEM Modeling : Introduction 

A complete airplane  Broken down in to six level substructures  
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7. Boundary Conditions 

The most difficult topic for FEM program users(“the devil hides in the boundary”) 

Two types 

Essential 

Natural 

1. If a BC involves one or more DOF in a direct way, it is essential and goes to the Left Hand Side(LHS) of Ku =f 
    An example is a prescribed node displacement. 

2. Otherwise it is natural and goes to the Right Hand Side(RHS) of Ku=f 
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CH8. FEM Modeling : Mesh, Loads and BCs 

 Mesh Refinement 

 Element aspect Ratios 

 Physical Interfaces & Boundary conditions 

 3D CAE Process Demo.(Commercial S/W) 

  학습목표 : 유한요소 모델링에서 격자, 하중, 경계조건에 대해 학습한다. 
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 모델링 방법의 일반적인 권고사항은 가장 간단한 모델링을 해야 한다는 것 

 어떤 요소를 사용할 것이며 얼마나 작게 나누어야 하는 문제에 있어서 복잡한 형태보다 간단하고 직관적인 요소를 사용하는 것이 좋음 

 Node개수에 따라 행렬크기가 결정되기 때문에 연산 량이 기하급수적으로 증가하므로 비용효율과 직접적인 관련 

 따라서 공학문제의 응답특성을 반영하면서 가장 큰 mesh를 만드는 것이 좋다 

 개발 단계에서는 디자인이 자주 변경되고 경우에 따라 설계변수의 범위만을 알고 싶은 문제가 많기 때문에 coarse mesh를 사용하고 대

략적인 margin으로 판단 

 따라서 설계초기단계에서는 완벽한 모델을 구성하지 않는다 
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1. General recommendations 

설계적용에 있어서 물리적인 모델의 주된 움직임을 포착할 것이라고 생각되는 가장 큰 격자를 사용해라 

3 word summary : Keep it Simple !! 



 Mesh refinement는 격자를 미세하게 정교하게 다듬는 과정 

 2D 요소의 경우 삼각형 요소와 사각형 요소 중 사각형으로는 급격하게 변화하는 부분을 모사하기 어려움 

 따라서 필요한 부분들은 삼각형 요소로 조밀하고 미세하게 만들고 그렇지 않는 부분은 사각형 요소로 Coarse하게 작성  

 또한 구조문제의 경우 집중하중이 걸리거나 구멍근처 균열이 있는 경우 등 물성변화, 단면변화가 급격하면 미세하게 작성 
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2. Guidelines on element layout 

(1) Mesh refinement 



 홀 근처, Crack에서는 조밀하게 만들고, 커브 및 용접접합부분에서 fail이 많이 발생되므로 Fine mesh 설정.  

 단면적이 급격히 변하거나, 이종재료의 경우 내부 응력차이 크게 발생되므로 Fine mesh 설정 

 압입에 따른 집중하중 발생 부 역시  Fine mesh 설정 
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 Aspect ratio는 요소에서 가장 긴 길이와 가장 짧은 길이의 비율을 의미하며 이 값이 너무 크면 Interpolation 부정확을 유발 함 

 상용S/W에는 Auto mesh사용시 이 값에 대한 기준이 있다. 

 요소의 각도 또한 180도 근처 또는 초과하는 의 값은 수렴이 안되고 에러발생 확률이 높다(Negative Jacobian) 
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(2) Element aspect ratios 



FINITE ELEMENT METHODS CH8. FEM Modeling : Mesh, Loads and BCs 

▣ Warp angle 

- 요소의 하나의 절점이 다른 세 개의 절점으로 구성되는 평면으로부터 이루는 각도 

- 가장 이상적인 형태는 모든 절점이 동일한 평면에 있는 경우로, 이 때 Warp angle은 0의 값을 갖는다 

▣ Aspect ratio 

- 요소를 구성하는 변의 길이 중 가장 짧은 변과 가장 긴 변의 길이의 비율 

- 가장 이상적인 경우는 모든 변의 길이가 동일한 정사각형 형태로 이 때 Aspect ratio는 1의 값을 갖는다 
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▣ Skew angle 

- Skew angle은 90˚- α 로 정의되며, 요소가 얼마나 뾰족한 지에 대한 판단을 할 수 있다.  

- 가장 이상적인 경우는 모든 꼭지점의 각도가 동일한 정사각형 형태로 이 때 Skew angle은 0의 값을 갖는다 

▣ Jacobian 

- 가장 이상적인 경우는 직각사각형 형태로 이 때 Jacobian은 1의 값을 갖는다 

교차각 
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▣ Minimum element length 

- 요소의 짧은 변의 길이를 나타낸다.  

- 이 값은 충돌해석 수행 시 확인해야 하는 내용으로, 요소 길이가 짧을 수록 해석시간이 많이 소요된다 

▣ Tetra Collapse 

- 3차원 요소로 사면체를 사용할 경우, 요소가 얼마나 납작한지 파악하는 기준이 된다.  

- 가장 이상적인 경우는 정사면체의 형태로 이 때 Tetra Collapse 는 1의 값을 갖게 된다.(ℎ × 1.24/𝐴)  

- 충돌해석 수행 시 Tetra Collapse 값이 작을 경우 작은 하중에도 negative volume 에러를 발생할 수 있다 

ℎ × 1.24

𝐴
=
4.082 × 0.75 × 1.24

5
= 0.75 
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[출처] https://blog.naver.com/matrix3by3/221269968797 



 이종재질로 구성된 대상 체는 요소를 재질 별로 구분하여 요소 하나는 동일한 재질이 되도록 한다 
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(3) Physical interfaces 

Elements Must Not Cross Interfaces 



 해의 수렴성과 관련되며 삼각형 요소는 Geometry 구현에 유리하며, 사각형 요소는 수렴성이 좋다  
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(4) Preferred shapes 

In 2D 

Quadrilaterals            >             Triangles  

Bricks          >             Wedges            >         Tetrahedra 

In 3D 



 일반적으로는 병진과 회전이 복합적으로 나타남 
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3. Boundary condition 

(1) Rigid body motions 

Translations Motions 
 

병진운동 
 
질점계의 모든 질점이 똑같은 
변위로 평행 이동하는 운동 

Rotation Motions 
 

회전운동 
 
무게중심을 정점으로 하여 원을 
그리면서 회전하는 운동 
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(2) Support conditions in 2D 

Two Translations along x and y, one rotation about z. 
 
Thus the minimum number of constraints in 2D is 3 



 경계조건이 없으면 강체모드로 운동응력과 변형차원에서 무의미한 운동이 되기 때문에 구조 FEM에서 고려하지 않는다. 

   : 최소한 한 개 이상은 구속을 해야 하중에 대해 응력과 변형이 발생된다 

 점 A는 힌지조건 이므로 세 개의 병진 자유도는 모두 고정되었으며 세 개의 회전만 처리해야 한다. 

 z에 대한 회전을 방지하기 위해 점 B에서 x방향 변위가 구속되어야 한다. 

 y에 대한 회전을 방지하기 위해 점 C에서 z방향 변위가 구속되어야 한다.  

 x에 대한 회전을 방지하기 위해 점 D에서 y방향 변위가 구속되어야 한다. 

FINITE ELEMENT METHODS CH8. FEM Modeling : Mesh, Loads and BCs 

(3) Support conditions in 3D 



 대칭인 모델의 경우 절반모델 또는 ¼모델 등으로 줄여서 요소개수를 감소시킬 수 있다. 

 Geometry와 하중이 완전히 대칭인 경우에 해당.  

FINITE ELEMENT METHODS CH8. FEM Modeling : Mesh, Loads and BCs 

4. Symmetry and Anti-symmetry conditions 

(1) Visualization 
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 대칭조건 사용해서 해석 시 실제 Full모델의 해석결과와 동일한지 검증이 필요 함. 

 대칭면은 원래 모재가 있는 상태이므로 모재가 존재할 때의 운동이 구현되는 BC를 적용해야 함 

(2) Effect of  loading patterns 
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P P 

P/2 

 대칭조건 적용 시 하중도 분할되어 적용 됨 



 Discretization : Meshing, Refinement 

 

 요소타입 : 삼각, 사각요소들의 장 단점 

 

 Aspect ratio :  낮게 하면 요소 수가 많아지지만 해의 정확도는 증가 

 

 Mesh의 개수 : 얼마만큼 많은 개수로 만들 것인가? 형상에 맞도록, 초기설계 시에는 단순한 해석 

 

 경계조건과 자유도의 설정 

 

 강체모드 피할 수 있도록 BC를 설정 함 

 

 대칭경계조건 가능여부와 적용 시 대칭면의 경계조건 및 하중 

FINITE ELEMENT METHODS CH8. FEM Modeling : Mesh, Loads and BCs 

 Summery 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH12. Variational Formulation of Bar Element 

 Definition of Bar Member 

 Total Potential Energy Functional 

 Example 

 The Bar Element Stiffness & Nodal Force 

  학습목표 : 변분법에 의한 Bar 요소의 유한요소 방정식을 학습한다. 
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FINITE ELEMENT METHODS CH12. Variational Formulation of Bar Element 

1. Definition of bar member 

(1) One bar dimension : the longitudinal dimension or axial dimension is much larger that the other two dimensions, 

which are collectively known as transverse dimensions.  

         The intersection of a plane normal to the longitudinal dimension and the bar defines the cross sections.  

         The longitudinal dimension defines the longitudinal axis.  

 

(2)  The bar resists an internal axial force along its longitudinal dimension. 
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 q(x)는 단위길이당  분포하중. 

 U(x)만 알면 변형율, 응력을 알 수 있는 State variable 
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2. Variational formulation 

(1) The total potential energy functional 
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Potential Energy of the Bar Member 

(before discretization) 

 Internal energy 

 External work 

 Total potential energy 
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L 

Concept of  kinematically admissible variation 

𝛿𝑢 𝑥  is kinematically admissible if  𝑢(𝑥) and 𝑢 𝑥 + 𝛿𝑢 𝑥  

𝑖  are continuous over the bar length 

𝑖𝑖  satisfy exactly displacement BC. In the figure 𝑢 0 = 0 

(2) Variation of an admissible function 
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(3) The minimum potential energy principle 

The minimum potential Energy(MPE) Principle 

The MPE principle states that the actual displacement solution 𝑢∗ 𝑥  that 

satisfies the governing equations is that which renders  

the TPE functional Π 𝑢  stationary ∶  

with respect to admissible variations 𝑢 =  𝑢∗ + 𝛿𝑢 of the exact  

displacement field 𝑢∗(𝑥) 



- 𝑥=0에서는 Essential BC로써 0이어야 한다. 

- 요소 내 함수는 연속이어야 한다 

- 요소와 요소 사이는 일치(연속)해야 한다, 미분은 불가(곡선이 아니더라도 된다)piecewise continuous 이면 충분하다 
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(4) TPE Discretization 
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Total potential energy principle and decomposition over elements 

But 

and 

From fundamental lemma of variational calculus,  
each component variation must vanish, giving 
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(5) Shape function 

Element shape function 
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Linear displacement interpolation 

In which 
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3. The finite element equations 

Displacement variation process yields the element stiffness equations 

arbitrary 0 

The element stiffness equations 
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(1) The stiffness matrix 

The bar element stiffness 
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(2) The consistent node force vector 

The consistent nodal force vector 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH13. Variational Formulation of Plane Beam Element 

 The Classical Beam Theory 

 Total Potential Energy Functional 

 Shape Function 

 Example 

  학습목표 : 변분법에 의한 Bar 요소의 유한요소 방정식을 학습한다. 
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 Beam은 토목 및 기계 공학 분야에서 가장 일반적인 유형의 구조 구성 요소. 

 가로 하중을 지지하고 하중을 지지대까지 운반하는 역할을 하는 막대 모양의 구조 부재.  

 "막대형"이란 의미는 치수 중 하나가 다른 두 치수보다 상당히 크다는 것을 의미 함.  

 이 치수를 빔의 축이라고 하고 축에 수직인 평면과 빔 부재의 교차점을 단면.  

 Beam은 주로 굽힘 작용을 통해 횡방향 하중에 저항함  

 이러한 굽힘은 빔의 한쪽 면에 압축응력을 발생시키고 다른 면에는 인장 응력을 생성.  

 두 영역은 응력이 0인 중립 표면으로 분리되며 인장 응력과 압축 응력의 조합으로 인해 내부에는 굽힘 모멘트가 생성됨.  

 이처럼 굽힘모멘트가 발생하여 하중을 지지대에 전달하는 것이 Beam의 하중지지의 주요 메커니즘.  

FINITE ELEMENT METHODS CH13. Variational Formulation of Plane Beam Element 

1. What is a Beam 

Beam Resist Primarily Transverse Loads 



 지지점 에서 반력, 집중하중점 에서 굽힘모멘트가 발생되며 굽힘모멘트에 의해 중립 축에서 압축과 인장하중이 걸린다. 
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Transverse Loads are Transported to supports by flexural action 

(1) Terminology 



 본 장에서는 특수한 경우가 아닌 평면상태(2차원 x, y)에서의 빔의 특징을 고려함. 

 모델은 오일러 Beam을 대상으로 함 

FINITE ELEMENT METHODS CH13. Variational Formulation of Plane Beam Element 

(2) Assumptions of classical beam theory 

Beam configuration 

Spatial(General beams) 

Plane(This chapter) 

Beam Models 

Bernoulli-Euler 

Timoshenko(advanced topic not covered in class) 
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Plane beam terminology 

2. The classical beam theory 

(1) Element coordinate systems 



FINITE ELEMENT METHODS CH13. Variational Formulation of Plane Beam Element 

(2) Kinematics 

 Where 𝑢 and 𝑣 are the axial and transvers displacement component, respectively 

 Note that the slope 𝑣′ = 𝜕𝑣(𝑥) 𝜕𝑥 = 𝑑𝑣 𝑑𝑥  of the deflection curve has been identified with 
the rotation symbol 𝜃 

Kinematics of beam 



 Beam에서도 경계조건 및 하중조건에 대해 고려 함 
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(3) Loading, Support conditions 

Common support conditions 

Simply supported 

Cantilever 
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(4) Strains, Stresses and Bending moments 

Basic relations for Bernoulli-Euler model of plane beam 

* Beam에서 Key variable는 𝑣(𝑥)  
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3. Total potential energy functional 

Total potential energy of beam member 



 2개의 Node로 구성되고 각각의 Node별 자유도는 병진과 회전이 존재  

FINITE ELEMENT METHODS CH13. Variational Formulation of Plane Beam Element 

Degrees of freedom of beam element 
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4. Beam finite elements 

(1) Shape functions 

Plane beam element shape functions 
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Shape functions in terms of natural coordinate 𝝃 
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5. The finite element equations 

Element stiffness and consistent node forces 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH14. The plane Stress Problem 

 Plane Stress Problem Description 

 Linear Elasticity Equation 

 Finite Element Equation 

  학습목표 : 2차원 평면응력에 대한 유한요소 정식화를 학습한다. 
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1. Introduction 

 구조 역학에서는 평평하고 얇은 재료 시트를 Plate라고 함.  

 위판과 아래 판 사이의 거리를 두께라고 하며 h로 표시 

 Midplane은 두 면 사이의 중간에 위치하며 midiplane에 수직인 방향을 transverse방향  

 midplane에 평행한 방향을 평면 in-plane 방향.  

 Global축 z는 transverse방향을 따라 정의되고 따라서 midplane방정식은 z = 0.  

 x축과 y축은 midplane에 배치되어 직각 좌표계를 형성.  

 아래와 같이 두께는 얇고 넓게 퍼진 평면형태의 구조물에 x, y방향의 하중(평면방향의 하중)만 부과되어 있는 상태 

   평면응력 상태의 부재 

(1) Plate in plane stress 

CH14. The Plane Stress Problem 
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Plane stress physical assumptions 

 Plate is flat and has a symmetry plane(the midplane) 

 All loads and support conditions are midplane symmetric 

 Thickness dimension is much smaller than inplane dimensions 

 Inplane displacements, strains and stresses uniform through thickness 

 Transvers stress 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝑥𝑧 and  𝜎𝑦𝑧, negligible 

 Plate fabricated of homogeneous material through thickness 

** 자동차나 가전제품의 외관(길이나 넓이에 비해 두께가 매우 작은 경우 하중을 받고 있는 상태가 평면응력 상태) 

응력이 있는 경우(z성분이 포함된 응력)은 0이다. 

변위, 변형율, 응력 등이 xy 평면에서만 정의되고 두께 방향으로의 값은 동일하다. 즉, xy지점이 같다면 z축으로의  변화는 없다 

CH14. The Plane Stress Problem 
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Inplane force are obtained by stress integration through thickness 

 미소요소에서 두께방향(h)으로 응력이 동일한 것으로 가정하고 2차원 이므로 x, y 방향으로만,  

 수직응력 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦과 전단응력 𝜎𝑥𝑦 각각 3개 존재 

 수직변형율 𝜀𝑥, 𝜀𝑦와 전단변형율 𝛾𝑥𝑦 각각 3개 존재 

 수직하중 𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑦𝑦과 전단력 𝑝𝑥𝑦 각각 3개 존재 

  x 방향 변위𝑢𝑥와 y방향 변위 𝑢𝑦 각각 2개 존재  

CH14. The Plane Stress Problem 
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(2) Mathematical model 

Mathematical idealization as a two dimensional problem 

 3차원 plate를 midplane으로 잘라서 2차원 평면화(z는 무시하고 x, y만 고려함)  

 평면화 된 2차원 Geometry를 경계와 내부영역으로 모델링 

CH14. The Plane Stress Problem 



 평면응력상태의 정의와 가정을 기반으로 FEM 문제를 풀기 위해 주어진 조건과 구해야 할 값을 정리 

 이렇게 주어진 정보로 결국 변위를 구하는 것이 목표이며 이것을 미분하여 변형율을 구하고 영율을 곱해주면 응력을 알 수 있다. 

FINITE ELEMENT METHODS 

2. Plane stress problem description 

(1) Problem data 

The Plane stress problem 

 Given :  

        Geometry 
        Material properties 
        Wall fabrication(thickness only for homogenous plates) 
        Applied body force 
        Boundary conditions :  
                  prescribed boundary forces of tractions 
                  prescribed displacements 

 Find :  

        Inplane displacement 
        Inplane strains 
        Inplane stresses and/or internal forces 

체적력은 단위체적당 작용하는 하중(중력)인데 비행기나 인공위성 등에 작용하는 중력.  

CH14. The Plane Stress Problem 



 일반적으로 3D에서는 응력 6개, 변형율6개, 변위3개로써 모두 15개의 Unknown.  

 평면응력의 경우 2차원 거동이므로 응력과 변형율이 각각 3개씩 , 변위2개 이므로 8개를 Unknown 

 전략은 앞에서와 동일하게 State variable 구하고 미분해서 나머지변수 계산 

FINITE ELEMENT METHODS 

(2) Problem unknowns 

Matrix notation for internal fields 

𝛾𝑥𝑦 

𝜏𝑥𝑦 

CH14. The Plane Stress Problem 
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3. Linear elasticity equations 

(1) Governing equations 

Governing plane stress elasticity equations in matrix form 

 : Strain-Displacement Relationship 

 : Constitutive equation(구성방정식) 

 : Equilibrium equation(평형방정식) 

𝛾𝑥𝑦 

𝜏𝑥𝑦 

 미소요소에서 각 축으로 작용하는 임의 합력과 모멘트의 합력이 0일 때 정적 평형상태. 

 평형방정식은 이 정적 평형상태에서 요소 내 응력의 변화율과 체적력의 합이 0임을 증명하는 방정식 

CH14. The Plane Stress Problem 



FINITE ELEMENT METHODS CH14. The Plane Stress Problem 
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Taylor’s expansion 

CH14. The Plane Stress Problem 
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 경계조건에는 Essential BC와 Natural BC가 있는데  

 Essential는 F=ku에서 u를 대표하는 displacement.(빗금은 고정된 부분을 의미) 

 Natural BC 하중을 표현하는 것 

 경계조건에서는 변위경계조건과 하중경계조건이 겹치지 않음. (공집합과 전체집합) 

 응력을 성분으로 나누는 것을 의미하는데 재료역학의 심화분야로써 본 과정에서는 다루지 않음 

FINITE ELEMENT METHODS 

(2) Boundary condition 

Plane stress boundary conditions 

CH14. The Plane Stress Problem 
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(3) Weak forms VS Strong form 

 Strong form은 일반적으로 이용하는 미분형 지배방정식을 의미 

 

 이 때 Strong form으로 기술된 지배방정식은 해가 되는 함수에 강한(strong) 연속성과 미분가능성을 부과함. 

 

 Weak form은 이러한 Strong form형태의 지배방정식으로부터 해에 부과되는 요구조건들(연속성, 미분가능성)을 약하게(weak) 

만들어주는 지배방정식의 다른 형태. 

 

 Strong form을 만족하는 모든 해는 weak form을 만족하지만, 역은 성립하지 않음 

 

 따라서, FEM에서 Weak form 을 만족하는 해는, 더 true solution(strong form 만족)에 가까워 지기 위해 더 세밀한 격자와  

   작은 time step size가 요구됨. 

 

 Strong form 은 주어진 도메인에서 시스템의 평형 상태를 찾기 위한 방정식들이라면, weak form은 Galerkin method를  

   이용하는, 즉 평형상태를 만족하는, 에너지가 최소화 되는 해(일반 적으로 변위)를 찾기 위한 식이다. 

 

  Strong form은 미분방정식의 형태를 띄우며, weak form 의 경우 적분방정식의 형태로 나타낸다. 

CH14. The Plane Stress Problem 
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Strong form 

CH14. The Plane Stress Problem 



FINITE ELEMENT METHODS 

TPE based weak form 

CH14. The Plane Stress Problem 



 포텐셜을 변위u의 함수로 만듦 

 내부에너지 U를 변형율 e로 표현함으로써 변위u로 나타내었고 외력에 의한 일 W 도 u의 함수로 표현함. 

FINITE ELEMENT METHODS 

Total potential energy of plate in plane stress 

(4) Weak forms VS Strong form 

CH14. The Plane Stress Problem 



 앞에서와 같이 만들어진 포텐셜을 최소화 하는 방향으로 수식을 유도하면 유한요소 방정식(F=ku)이 유도됨 

 Midplane, 이산화(Meshing), 등을 거치며 삼각요소, 사각요소 등으로 합쳐서 구성되기도 함. 

 아래그림에서 특정 노드의 경우 이 노드는 주변 4개의 요소에 의해 공통적으로 보유되는 노드 이므로 각 요소에서 계산된 값을 더해야 함.  

 요소에서 계산된 값을 합 할 때(어셈블링 시) 각 요소의 로컬화 된 좌표를 글로벌 좌표인 하나의 기준으로 변환해야 함(Globalization). 

 이후 프로세스는 경계조건으로 변위를 구하는 것 

FINITE ELEMENT METHODS 

Discretization into plane stress finite elements 

4. Finite element equations 

CH14. The Plane Stress Problem 



 지금까지 일반적인 유한요소 프로세스, 평면응력 등에 대해 학습  

 실제 유한요소 해석을 위해 어떤 요소를 사용할 것인가?  삼각요소? 사각요소? 아니면 휘어진 삼각요소? 

 유한요소 결과 임의 위치에서 값을 알기 위해서는 요소의 노드 에서의 값과 형상함수에 의해 계산하는 원리 

 각 요소 별로 형상함수가 달라지고(요소의 선택이 형상함수의 선택) 해의 수렴성과 관련됨 

 따라서 어떤 요소를 사용하는지에 따라 형상함수와 해의 수렴성이 달라짐(빠르고 정확하게)  

 사각요소가 삼각요소보다 유리하므로 가능한 사각을 사용하는 것이 좋고 특히 응력이 집중되는 곳 또는 중요설계부위는  

   사각요소 선택 

 Conner, Edge, Hole등 에서는 사각요소의 모델링이 어려우므로 불가피 하게 삼각요소를 사용. 

FINITE ELEMENT METHODS 

Plane stress element geometrics and node configurations 

(1) Displacement Interpolation 

CH14. The Plane Stress Problem 



 결국 F=Ku를 계산해서 u를 구하는 것인데 이 u를 U, W에 포함시켜서 TPE를 이용하겠다는 의미 임.  

FINITE ELEMENT METHODS CH14. The Plane Stress Problem 

(2) Element energy 

Total potential energy of plane stress element 



FINITE ELEMENT METHODS 

Constructing a displacement assumed element 

 Node displacement vector : 

 Displacement interpolation: 

 N is called the shape function matrix 

CH14. The Plane Stress Problem 



FINITE ELEMENT METHODS 

Element construction (cont’d) 

 B is called the strain-displacement matrix 

Differentiate the displacement interpolation wrt x, y to get the strain-displacement relation 

CH14. The Plane Stress Problem 



FINITE ELEMENT METHODS 

(3) Element stiffness equations 

Element construction (cont’d) 

 Element total potential energy: 

 Element stiffness matrix: 

 Consistent nod force vector: 

Body force surface force 

CH14. The Plane Stress Problem 



FINITE ELEMENT METHODS 

Numerical integration 

 Introduction to Numerical Integration 

 Gaussian Quadrature 

 Example 

  학습목표 : 수치적분에 대해 학습한다. 



FINITE ELEMENT METHODS Numerical integration 

… 𝑎 𝑏 𝑟1 𝑟2 

𝛼1 𝛼2 

𝑓(𝑟) 

𝑟 

𝐼 =   𝑓 𝑟 𝑑𝑟
𝑏

𝑎

 

= 𝛼1𝑓 𝑟1 + 𝛼1𝑓 𝑟1 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑓 𝑟𝑛 =  𝛼𝑖𝑓 𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 

컴퓨터는 이 적분을 어떻게 계산하는가? 

1. Gauss 적분 



FINITE ELEMENT METHODS Numerical integration 
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0.108 

1.17 



FINITE ELEMENT METHODS Numerical integration 
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𝜁2 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH.15 The Linear plane stress triangle 

 Triangle Geometry and Coordinate System 

  : Triangular Coordinates, Linear Interpolation 

 

 Element Derivation 

  : The Stiffness Matrix, The Consistent Nodal Force Vector 

  학습목표 : 선형삼각요소에 대한 요소강성행렬과 하중을 학습한다. 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

1. Triangle geometry and coordinate systems 

The triangle geometry and its nodal configuration 

The three-node, linear-displacement plane stress triangular element:  
(a) geometry; (b) area and positive boundary traversal. 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(1) Triangular coordinates 

Triangular coordinates 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(2) Linear interpolation 

Using triangular coordinates to  
formulate linear interpolation 

Cartesian form 

Variation defined by 3 corner values 

Natural form 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(3) Coordinate transformations 

Relating triangular & cartesian coordinates 

Triangular to cartesian :  

Cartesian to triangular :  



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

2. Element derivation 

(1) Displacement interpolation 

Displacement interpolation over triangle 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(2) Strain-displacement equations 

Strain-displacement relation 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(3) Stress-strain equation 

Stress - strain relation 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(4) The stiffness matrix 

Element stiffness matrix 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

If the plate thickness h is constant 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

(5) The consistent nodal force vector 

Consistent node force vector for body force 



FINITE ELEMENT METHODS CH.15 The Linear plane stress triangle 

If body force are constant over element 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH.16 The Isoparametric representation 

 Isoparametric Representation 
 

 Triangular Element 

  : Linear triangle, Quadratic triangle 
 

 Quadrilateral Element 

  : Bilinear quadrilateral, Biquadratic quadrilateral 

  학습목표 :Geometry와 변형을 동일하게 표현하는 매개변수를 이해한다. 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

Isoparametric representation of  Finite Elements 

Geometry and displacement are represented by 
Same set of shape functions  (iso = same) 

Advantages 

 Unification : same steps for all elements 

 No need to distinguish straight vs curved side elements 

 Quick construction of shape functions 

1. Introduction 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

Before isoparametric concept was discovered, 
FEM develpers did “Supper parametric” Elems. 

Element shape functions refined, 
More nodes and DOFs added 
 
 
But element geometry was kept simple with straight sides 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

For the 3 Node Triangle 

2. Isoparametric representation 

(1) Motivation 

Geometric description 

Displacement interpolation 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

Super parametric representation 
(Triangles) 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

(2) Equalizing geometry and displacements 

Isoparametric representation 
(Iso=Equal) for triangular elements 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

3. General isoparametric formulation 

Iso-P representation of 2D 
Plane stress elements with n nodes 

Element geometry 

Displacement interpolation 

Matrix form of above 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

More rows may be added to interpolate 
Other quantities from nodes values 

Thickness h 
Temperature T 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

4. Triangular elements 

(1) The linear triangle 

The linear triangle 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

(2) The quadratic triangle 

The quadratic triangle 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

5. Quadrilateral elements 

(1) Quadrilateral coordinates and Iso-P mappings 

Quadrilateral coordinates  𝝃, 𝜼 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

(2) The bilinear quadrilateral 

4-Node bilinear quadrilateral 



FINITE ELEMENT METHODS CH.16 The Isoparametric representation 

(3) The biquadratic quadrilateral 

8-Node “serendipity” quadrilateral 



FINITE ELEMENT METHODS 

CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

 Partial Derivative Computation 

  : The Jacobian, Shape Function Derivatives, The Strain-displacement Matrix 

 Numerical Integration by Gauss Rules 

 The Stiffness Matrix 

 Example 

  학습목표 : 등매개변수 사변형 요소에 대해 학습한다. 
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FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

1. Introduction 

Isoparametric quadrilaterals 

Implementation steps for element stiffness matrix 
 
 
1. Construct shape function in Quad Coordinates 
        (chapter 18 is devoted to this topic) 

 
2.     Compute x-y derivatives of shape functions and  
         build strain-displacement matrix B 
 
3.     Integrate h B E B over element 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

2. Partial derivative computation 

Partial derivative computation 

Shape functions are written in terms of  𝝃, 𝜼  
But cartesian partials(with respect to x, y) are  
required to get strains & stresses 

 변형율 및 응력의 계산에서는 x, y 좌표에 대한 형상함수의 편미분이 필요 함 : 𝜖𝑥 = 𝐵 𝑢 =
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑢  

 그러나 형상함수는 x, y의 직접함수가 아닌 자연좌표 𝜉, 𝜂 의 함수로 구성됨 : 𝑁 − 𝜉, 𝜂 − (x, y) 

 따라서 좌표변환의 매개변수가 필요 함 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

The Jacobian and Inverse Jacobian 

(1) The Jacobian 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

(2) Shape function derivatives 

Shape function partial derivatives 

Using chain rules 

In matrix form 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

(3) Computing the Jacobian matrix 

Computing the Jacobian matrix 

Use the element geometry definition 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

(4) The strain-displacement matrix 

The strain displacement matrix B 

Use those S.F. s partials to build the strain-displacement matrix B : 

Unlike the 3-node triangle, here B=B(𝝃, 𝜼) varies over quad 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

3. Numerical integration by Gauss rules 

(1) One dimensional rules 

One dimensional gauss integration rules 



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

Graphical representation of the first five  
One-dimensional gauss integration rules  



FINITE ELEMENT METHODS CH.17 Isoparametric quadrilaterals 

(2) Two dimensional rules 

Two dimensional product Gauss rules 

Canonical form of integral 

Once this is done we can process numerically each integral in turn: 

where p1 and p2 are the number of Gauss points in the ξ and η directions, respectively. 

Usually the same number p = 𝒑𝟏 = 𝒑𝟐 is chosen if the shape functions are taken to be the 

same in the ξ and η directions.  
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Graphical representation of the first four 2D product-type  
gauss  Gauss integration rules With equal # of points p in each direction  
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4. The stiffness matrix 

Geometric interpretation of  
Jacobian determinant det J= 𝑱  
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Gauss integration of stiffness matrix 

Rewrite in canonical form 

where 


